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Résumé : 
Dans cette étude, on utilise la méthode des éléments discrets (MED) pour modéliser le comportement à la 
rupture des matériaux fragiles en 2D. Le matériau est constitué d’un ensemble de particules en contact avec 
une structure fixe. On déduit donc une expression unique pour le facteur d’intensité des contraintes en fonc-
tion des forces de contacts au voisinage d’une fissure pour le mode I (rupture en traction). Un critère de 
rupture simple, basé sur la ténacité du matériau, est donc appliqué pour l´étude de la propagation des fis-
sures, représenté par la perte du contact entre les particules. Finalement, la cohérence de la formulation est 
vérifiée avec l’étude de deux cas classiques de la mécanique de la rupture en traction simple. 
Abstract: 
In this study, we use the discrete element method (DEM) to model the fracture behavior of brittle materials 
in 2D. The material consists of a set of particles in contact with a fixed structure. It allows us to derive a 
single expression for the stress intensity factor as a function of the contact forces near the crack tip (mode I 
– tensile fracture). A simple failure criterion, based on the material’s toughness, is then adopted in the 
analysis of the crack propagation, represented by the contact loss between particles. We verify our results 
with two classical tensile problems of fracture mechanics.  
Mots clés: modélisation discrète, rupture, fissuration. 
1. Introduction 
Les matériaux solides fragiles (béton, céramiques…) sont des structures discontinues et très hétérogènes. Les 
études généralement menées dans le cadre de la mécanique des milieux continus ont  pour objectif d'identi-
fier le comportement mécanique homogénéisé à partir de calculs sur un volume élémentaire représentatif. 
Néanmoins, ces approches ne sont pas en mesure de prendre en compte de manière quantitative le compor-
tement des structures lors des défaillances, souvent caractérisées par l'apparition de macrofissures fortement 
localisées. C'est dans ce cadre que la méthode numérique des éléments discrets issue de la dynamique molé-
culaire sera utilisée. Elle est parfaitement adaptée pour simuler le comportement et l'évolution dynamique 
d'un ensemble de solides élastiques, de tailles différentes, interagissant par contact. En effet, elle permet par 
son formalisme mathématique et son schéma numérique de prendre en compte des interactions de cohésion 
et frottement qui peuvent découler de la modélisation du solide. L'introduction de la mécanique de la rupture 
dans cette formulation conduira à la quantification statique (efforts/résistance) et cinématique (déforma-
tion/propagation des fissures) du comportement structurel des matériaux solides. Ce travail représente une 
étape préliminaire de la modélisation où la direction de propagation n'est initialement pas étudiée. Le princi-
pal intérêt est la vérification de la formulation au niveau des contraintes. Dans la première partie de cet ar-
ticle, on présente l’approche discrète de la modélisation. Ensuite, on développe cette approche afin d’étudier 
le comportement à la rupture du matériau pour lequel un critère de rupture dans la modélisation discrète a été 
introduit. A la fin de l’article on présente des essais numériques en traction simple sur les échantillons pré-
fissurés pour l’évaluation de ce critère.  
2. Modélisation discrète. 
Les matériaux considérés sont assimilés à des assemblages de particules en contact. Les propriétés méca-
niques des particules en interaction sont définies au niveau de chaque contact ce qui permet de modéliser le 
comportement mécanique à l'échelle locale.  
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La méthode numérique utilisée est basée sur la méthode de dynamique moléculaire [1-2]. Les équations du 
mouvement sont discrétisées en utilisant l’algorithme de Gear de prédiction-correction d’ordre trois [3].  
 
2.1  Force de contact entre les particules 
Pour le contact entre les particules, on adopte un modèle inspiré du modèle de contact d’Hertz. La force 
normale et la force tangentielle comprennent chacune un terme de répulsion élastique linéaire et un terme 
dissipatif visqueux.  
2.1.1  Force normale 
On considère la partie normale  ⃗     ⃗   
   ⃗   
  du contact entre deux grains i et j (voir FIG. 1). Le grain i 
est soumis à deux forces selon le vecteur normal   ⃗ij : 
- Une force élastique linéaire  ⃗   
       ⃗   , où    est la déflexion normale, et    est le coefficient de rai-
deur normale. 
- Une force de dissipation visqueuse  ⃗   
     ̇  ⃗   , où    est le coefficient d'amortissement visqueux nor-
mal (d’effet négligeable dans une modélisation en régime quasi-statique) et  ̇n est la dérivée de la déflexion 
normale par rapport au temps. Dans nos calculs on choisit    comme une fraction très réduite de √    où 
  est la masse d’une particule. L’introduction d’une composante visqueuse dans les forces limite considéra-
blement la propagation d’erreurs numériques (inhérente aux schémas d’intégration numérique). Aucune per-
turbation de nos résultats n’a été observée. 
2.1.2 Force tangentielle 
On considère la composante tangentielle   ⃗     ⃗   
   ⃗   
  du contact entre deux grains i et j (voir FIG. 1). 
Le grain i est soumis à deux forces selon le vecteur tangentiel   ⃗ij : 
- Une force élastique linéaire  ⃗   
       ⃗   , où    est le déplacement tangentiel relatif, et    est le coeffi-
cient de raideur tangentielle.  
- Une force de dissipation visqueuse  ⃗   
     ̇  ⃗   , où    est le coefficient d'amortissement visqueux tangen-
tiel (     ). 
 
 
FIG. 1 - Modèle de contact entre deux particules  
3. Comportement à la rupture  
Pour les matériaux solides et continus, le comportement macroscopique élastique en petites déformations 
peut être caractérisé par le module d'Young   et le coefficient de Poisson  . Dans une approche discrète, en 
adoptant une disposition compacte unique pour les particules, le comportement élastique équivalent dépend 
uniquement des coefficients de raideur normale    et de raideur tangentielle    [4].  
On applique la mécanique de la rupture dans le cadre des modélisations discrètes, en utilisant ce même prin-
cipe d’équivalence entre milieux continu et discret. Pour le mode I (rupture en traction), on présente d’abord 
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la singularité du champ de contrainte à la proximité de la fissure, puis le critère de rupture. A la fin, on valide 
le critère avec des simulations des échantillons pré-fissurés en traction.  
3.1 Champ de contrainte à la proximité d’une pointe de fissure 
On considère une fissure plane en traction ayant un front rectiligne (FIG.2). Tout point du plan est repéré par 
ses coordonnées cylindriques (   ). On dit que la pointe de la fissure constitue une singularité au niveau de 
contraintes axiales (      et      )  lorsque    .  
 
FIG. 2 – Pointe d’une fissure et singularité de la contrainte en traction- mode I  
La distribution des contraintes à la proximité de la fissure (repère cartésien) est donnée par [5] : 
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Le facteur d'intensité des contraintes     qui figure dans les expressions des contraintes en pointe de fissure 
(1) mesure la sévérité de la singularité des contraintes. Il dépend de la forme de la fissure et du chargement 
appliqué.  
3.2  Calcul du facteur d’intensité de contraintes    dans l’approche discrète et 
critère de rupture 
La propagation d'une fissure dans un milieu discret se caractérise par la perte des forces de contacts qui assu-
rent la cohésion du matériau. La figure 3 montre l'analogie directe entre l'approche continue et l'approche 
discrète. Dans un cas de traction simple, pour un matériau homogène, la fissure se propage en ligne droite 
suivant une direction orthogonale au chargement (   ). 
 
FIG. 3 - Fissuration d’un milieu continu et de son milieu discret équivalent - mode I de traction 
La détermination du facteur d’intensité des contraintes    est fondamentale dans l’étude de la propagation 
d’une fissure. Pour son calcul, on considère l'équilibre des forces le long d'une distance horizontale   (où   
est le diamètre des particules) comme l'indique la figure 4b, en supposant que ces particules sont au voisi-
nage d’une fissure (figure 4a). Dans la figure 4c, on représente la direction des forces associées à chaque 
particule i et j. La figure 4d montre uniquement les forces appliquées sur deux particules (une paire de con-
tacts horizontaux consécutifs voisins d’une fissure) ainsi que les repères locaux des contacts.  
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FIG. 4 - Fissuration du milieu discret - mode I; (a) milieu discret voisin à une fissure;  
               (b) ligne de propagation potentielle;(c) direction des forces sur deux contacts consécutifs ;  
(d) forces appliquées sur deux contacts consécutifs.  
La résultante verticale de toutes les forces de contact (figure 4d) s'écrit   
     
         
         
         
      ,                                      (2) 
où  ⃗   et   ⃗   sont des forces normales et des forces tangentielles respectivement entre les particules et 
     . La composante de la contrainte orthogonale au sens de propagation de la fissure     (voir équation 
1, pour          ) s'écrit en fonction du facteur d'intensité     
    
  
√   
                                                     (3) 
Tenant compte de cette distribution de contraintes à la proximité de la fissure (équation 1), la force   doit 
équilibrer 
                                                 ∫    
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(4) 
L'égalité entre les équations 2 et 4 permet la description du facteur d'intensité en fonction des forces de con-
tact dans l’approche discrète   
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  .                                               (5) 
La vérification des tous les binômes de contacts permet l’identification (à chaque étape du calcul) des points 
susceptibles de se fissurer. Le critère le plus simple de propagation de fissure pour un matériau fragile, pro-
posé par G. Irwin [6] consiste à limiter la valeur maximale admissible de   . Lorsque   dépasse     (aussi 
appelé la ténacité du matériau), immédiatement le contact de plus grande force normale (parmi    
  et    
  ) est 
rompu, ce qui a pour conséquence une annulation des forces de contact et la propagation de la fissure. 
3.3  Vérification du comportement en rupture - essai de traction simple 
La validation de la formulation se fait avec la comparaison des résultats numériques et des solutions clas-
siques. On effectue la modélisation d'essais de traction simple sur des éprouvettes pré-fissurées avec deux 
configurations : fissure double (FIG. 5) et fissure simple (FIG. 6). Le déplacement vertical a été imposé de 
manière à mesurer la contrainte verticale maximale      supporté par le système avant la fissuration com-
plète de l'échantillon. On a testé des échantillons rectangulaires avec un rapport hauteur/largeur égal à 3 de 
sorte que la contrainte puisse être considérée homogène dans la plupart de l’échantillon. On suppose (par 
simplicité) que l’épaisseur de chaque échantillon correspond au diamètre des particules utilisés dans la mo-
délisation discrète sans aucune perte de généralité. 
On prend comme unité de longueur, masse et ténacité, respectivement, le diamètre   et la masse   d’une 
particule et la ténacité du matériau modélisé    . Cela conditionne automatiquement l’unité de temps 
  √ (   √ )⁄  et celle des contraintes    √ . Pour rester dans le domaine des petites déformations, on 
a fixé la valeur de la raideur normale      
    √ . Comme valeur du coefficient d'amortissement vis-
queux normal, on a utilisé        √    √  .  
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FIG. 5 - Essai de traction simple de l'échantillon pré-fissurée - mode I:  
   Fissure double 
 
FIG. 6 - Essai de traction simple de l'échantillon pré-fissurée - mode I:  
       Fissure simple 
Les formules suivantes permettent le calcul de la contrainte maximale      [ ] . 
-  Fissure double : 
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.                                 (6) 
-  Fissure simple :  
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.                                  (7) 
Pour chacune des deux configurations, on a testé 4 tailles de fissures différentes     :     ;      ;      ; 
    . La contrainte maximale supportée par la pièce avant la fissuration totale décroît avec la taille initiale 
des fissures      comme présenté dans la figure 7. La variation du rapport     permet l'étude de la conver-
gence de la formulation. Des rapports     plus importants conduisent à une description plus fine de la zone 
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de la fissure et donc à de meilleurs résultats. La convergence observée semble être indépendante du type de 
fissure.  
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FIG. 7 – Contrainte maximale normalisée     √      en fonction de la taille de la fissure     pour les cas 
de (a) fissure simple et (b) fissure double.  
Pour vérifier l’éventuelle influence de la disposition des particules dans le résultat et dans la propagation de 
la fissure, on a aussi testé une disposition des particules à     (figure 3), sans pour autant modifier la formu-
lation. On a observé une convergence tout à fait comparable à celle observé sur la figure 7, ce qui indique la 
généralité de la formulation dans les conditions étudiées. 
4. Conclusions et perspectives 
Afin de modéliser le comportement d’un solide élastique fragile à la rupture et la propagation de fissures, 
nous proposons une formulation basée sur une approche discrète. Pour le critère de rupture (mode I - trac-
tion), on a déduit une expression tout à fait analogue à celle utilisée pour les milieux continus, basée sur le 
facteur d’intensité de contraintes en pointe de fissure et son rapport avec la ténacité du matériau. Il s’agit 
d’une première étape dans laquelle on a considéré au niveau de la formulation des facteurs d’intensité que la 
fissure se propagerait en ligne droite. Cette considération ne suffit absolument pas à imposer la direction de 
propagation, qui reste dépendante de la distribution des forces de contacts. On a vérifié nos résultats avec des 
solutions classiques pour deux cas de traction simple : fissure simple et fissure double. Les résultats conver-
gent dans les deux cas étudiés pour des discrétisations plus fines (    croissants) ce qui confirme la cohé-
rence de la formulation proposée, et qui représente déjà un résultat original et encourageant. 
La suite immédiate du travail réside dans la prise en compte de la rupture par cisaillement (mode II), accom-
pagnée de la détection automatique de la direction de propagation, éléments fondamentaux pour l’étude des 
systèmes plus complexes. 
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